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Introduction Générale

e Sommaire:
e Chapitre 1: Introduction a la théorie du Signal

Chapitre 2: Analyse temporelle des Signaux
Déterministes

Chapitre 3: Analyse spectrale des Signaux
déterministes

Chapitre 4: Spectres d'Energie et de Puissance
Chapitre 5: Numérisation des Signaux

gnercom M ;
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Chapitre | :
Introduction a la théorie du signal
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Plan du chapitre

|-Définitions
Il- Classifications des signaux :
- Classification dimensionnelle
- Classification phénoménologique
- Classification morphologique
- Classification énergétique
- Classification spectrale
- Autres propriétés des signaux
Ill- Opérations élémentaires sur les signaux
IV- Fonctions usuelles pour le traitement du signal.

Définitions

signum qui dénote une entité d'information.
e La nature physique d'un signal peut étre trés variable.
o Exemples:
- Signaux électriques (tension, courant)
- Signaux biomédicaux (ECG, EEG, EMG...)
- Signaux acoustique (parole, musique, bruit acoustique)
- Vibration sismique
- Signaux radar et signaux télécoms
Images
Vidéos, efc...

e Signal : c'est la représentation physique de l'information transmise
d'une source vers un destinataire. Le mot signal vient du latin
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Définitions

o B L naiSe. ) tout phénomeéne perturbateur indésirable génant la

perception ou I'Interprétation d'un signal.

o Ropperk s';%m\..,s... Pyl (BS% 0w SNRnesure du degré de

contamination tu signal par le bruit. Il s'exprime sous la forme d'un

rapport des puissances respectives du signal P, et du bruit P, :

e Le SNR est souvent indiqué selon une échelle logarithmique mesurée

en dédbe}s‘:\f\/—‘f\
SMR = édé\:;; 2 D%‘Q ké)
A

5 Plus le SNR est faible, plus il est difficile d’extraire le signal utile du bruit
( signal noyé dans le bruit...)

e Systéme : tout dispositif qui permet de transformer un signal
%\%\r\ub

e systéme ou chaine de communication :

e

(on

’

> E:ng“m: Source d'information donnant naissance & un signal.
% ﬁs.f.x'h%mstlnataire d'information ou de signal.

> m - Milieu de transmission d'un signal (souvent pollué par du
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i Définitions :

o Mesures d'un signal : représentent I'évolution d'un signal
physiquemen’{ réalisable. Elles vérifie les propriétés suivantes :

> Aep? ‘Sl';xf-g\m-l

» E.(\Q.(.%ﬁ-;.. ...‘%‘\Y.\}.ﬁ

e Modéle d'un signal : modéle mathématique qui peut étre non
réalisable physiquement.
Exemple : fonction Asin(277,r) définie pour tout t.

Intérét - associer un modéle mathématique (théorique) & un signal
physique facilite le traitement.

> @.m%e &Sml.\,’uc_..SSWLS....—.Q:J&&P&.&S\;‘)P(\' T

. Classification des signaux :

e Classification dimensionnelle

e Classification phénoménologique
e Classification morphologique

e Classification énergétique

e Classification spectrale

e Autres propriétés

kol )
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Définitions :

. .!h:-.?f\@..’is.n. S\ ensemble des outils mathématiques qui
ermettent de décfire yn signal.

o fadement Su. &l%nui ensemble des techniques permettant
d'élaborer, d'interpréter et de transformer des signaux.

e Fonctions du traitement du signal :

le traitement du signal assure deux fonctions principales :

\id p 0
- ey D.(Qt&hn..’.'& war-- elle correspond a |'élaboration

de signaux pdr des traitements comme la synthése, la modulation,
le changement de fréquence ou le codage de signaux.

\ ; " %
- of exDaeac sl ..dl.ﬂfo(wmmgtenue par linterprétation des
signaux disponibles. Ceci comprend des traitements comme
I'analyse, le filtrage, la mesure, la détection, etc
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£
~mClassification Dimensionnelle :

Un signal est une fonction d’une ou plusieurs variables :

»Si nn.\..unl:l‘!mnﬁ'la‘.qgr%‘tion d'une seule variable (par exemple
une fonction du temps x(t))
Exemples : - signal de parole, signaux électriques, représentation
d'un spectre d'émission d'une étoile, efc...

Snrerent l:na\um@n%mm\ 2 variables
Exemples : images I(x.y)

- woults dimens annel fonction de plusieurs variables.
Exemples : vision 3D, vidéos, enregistrement multicanaux, etc...

- Dans ce cours, nhous considérons essentiellement des signaux
unidimensionnels fonction du temps.

E’LF’_"E'_":
z:Classification phenomenologlque

CevTams :
o %s. Q@ﬂmly S&.\eﬂn\m‘.\it Oy : évolution décrite par
un modeéle mathématique.
Exemple : signal sinusoidal d’électricité (x(1)= 4sin(21))

/\
\/ "rtoi
.i(f—s S@nmm nknhwl.ls e«m comp ement

imprévisible, décrits uniquement par des modéles
statistiques
Exemple : enregistrement d’un signal de parole
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#HClassification phénoménologique

Signal
Déterministe Aléatoire
Périodique Non Périodique Stationnaire  Non Stationnaire

Sinusordaux Périodique Pseudo Quasl pérlodisue
composite aléalaires

Py

Ti

.ewﬁ

EneTcom
P

---- s Classification phénoménologique

e Signaux déterministes /

. > FJ.LQ.JA.‘. /qui se répete au bout d'une durée T, appelée
i o

E le :
S AANANANAN
- Siviu Son
PREE T WANYANYANYANYAWPAY AN A AT AN

: Y
-(nmpal[-@q{m! f\

B

—
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S
“iHiH Classification phénoménologique

Signaux déterministes .~
Qlusi > - pexiosds par: signal résultant de la somme de signaux
périodiques avec un rapport de périodes non rationnel.

Exemple : vibration d'une machine tournante

O

“HE  classification phénoménologique

Signaux déterministes :

;—-—t&n&m: éphéméres (momentaneé: qui dure peu de temps)
Réponse d'un systéme linéaire 3 une impulsion
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» Valeurs caractéristiques d'un signal déterministe :

Supposant que le signal x(¢) estdéfini surlt,, 1, ]
‘\.

M : i3y
oyenne (Average) W — ,t: : J _ ‘\ﬂ ok
- T A *)

A

2

Valeur Quadratique Moyenne(AverageMeanSquare)=  —— 9%

4‘-.1"‘:! 4

valeurefficace(Root Mean Square):

(] AT,
= \Ie St
t4

Y

1 S

Classification Morphologique

Un signal peut se présenter sous différentes formes selon
que son amplitude est une variable continue ou discréte et
que la variable libre temps, elle méme continue ou discréte.

On distingue donc ainsi quatre types de signaux.

AMPLITUDE TEMPS TYPES
Continue Continue ameto Sy IR
Discréte Continue SuiQn Cg‘ﬁ*
Continue Discréte echan G evng
Discréte Discréte Vum e K s-
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Classification Morphologique

Amplitude

< PILNJJ"HA.
L

Anado Sas Qltsunt'%‘hé

Temps

ecyaﬁwtl-m()hné vu)-mﬂ;-g}l& s |

Remarque: généralement, les systemes de traitement de signal
suivent la nature des signaux sur les quels ils operent. A

i Classification Energétique

nnnnnnn

: Définitions :
. » Energie Totale d un signal : déf inie par I'équation

\WK J l\CH b\“

» Puissance Moyenne d'un mgnal définie par I'équation

b - ,Lif“al ew] e

ce ; enne a’nn signal péﬂodlqgg définie sur une
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s Signaux a énergie finie : dont Iénergie totale W, a une valeur

nie.

~ \ N
> . q..pms'&qmu..mbs.{muc..sémv\..%\\.gm.g...&..emug\e
Exemple : tous les signaux d'amplitude finie et & support borné.

i

e Signaux a puissance moyenne finie ; dont la puissance moyenne
P, est finie non nulle. (&

Remargue : ¥, Sy

\3?

i e ptisho ok o

.,‘Qiﬁmgh.gm,...wt.sigv\&aa
0 VO_Lg

23

Définition:
- La classification spectrale est basée sur la distribution D(f) de son
énergie ou de sa puissance en fonction de la fréquence (spectre).

- La largeur de bande B d'un signal est le domaine principal des
fréquences occupé par son spectre, définie par B=f;—f;
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595%“"&!‘&: \aqm\c. f, et f, sont assez proches
PL R Y
A e

£ H I 1

i > CQ%“DD S QN%& f, >>f
| B

@ \
/- N VAN

f .',l f f
25
eni7com “_— ¥
==z Autres proprict S de
» il
o Causalits : W20 htk T <o .
i > Signal causal : n(d) =0 pour Mo +7©
b » Signal anti-causal : S\ wod sk ddr mon U\»U(-S-D Saus hlo:to\ Gy
» Signal non-causal: le signal est dit non-causal dans les autres cas.

. t borné : &4 M(’l‘) =0 'eﬂk, 'hﬁu\"H—‘ be "’L %&k& 'Emm

e Signal & suppo

e Parité et symétrie : k\)
» Signal réel pair : il verifie % —+\t)...Graphiquemjent, il est
symétrique par rapport a .. sm#g....gga,..bﬁgmhiu . |
t&:\). = A\Y).. Graphiquement, il est
SRSTEN RS

| impair : il vérifie
par rapport @ ...
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e Décalage Temporel :

x(t)

T Opérations élémentaires sur les signaux

nnnnnnn

e Inversion Temporelle : (-

| x(r) e (._‘\P)

¥ .

> 1 ‘

\—
Inversion tempgre Ile— mm Au. S QD f& -'Q«

2=ex..on W ......... o '
° Changementdéchelle x(a:)
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e Exemple de changement d'échelle :

Compression (a=2)
N H)
s

1
Dilatation

/P‘L

Af,

/2

Produit scalaire:

Si x(r) et y(r) deux signaux réels ou complexes définis sur un
intervalle [1,,,] et de carrés sommables, alors leur produit scalaire

2/
al -
. ) 6\3

est défini par

(o) ]
Remarque : le produit scalaire vérifie la symétrie hermitienne
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e
= Fonctions usuelles pour le TS
e Signe:
- Sgn(t)
+1
-1

Par convention, on choisit Sgn(0)=0 -> signal impair

: ‘ + <9
- - . EEE
\4\ .A ‘)y; ,.‘.. 7 &) L1l
mﬂ"ﬂ!_’_ﬂ) 5
=== Fonctions usuelles pourle TS

ccccccc
e »

e Echelon : (ou fonction de Heaviside)

y(t)

Exercice : exprimer sgn(t) en fonction du signal u(t).
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~== Fonctions usuelles pourle TS

e Rampe:

AD - 4 ol :%e % 4<o

e Propriété:

r()= L. u(t)dt

)
R Fonctlons usuelles pourle TS

--------
-------
--------
.

rect (t)

| 2 e Rectangle : ‘—1\-
L s _ %; ‘gilﬂ?('lﬁz I ] ﬁg/\ﬁ
: QG 4] ‘ ¥

S ﬁ}f)%

. - Décalage temporel (ou translation) : “ —

: ' a b~
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»Décalage temporel (ou translation)
;h i

—1+7 1+7

»Exemple : Un triangle centré en 3 et de largeur 6 avec une
amplitude 2 est noté par._-

20 Qﬁ::?%) 3

e Sinus Cardinal : o H) b

M) ¢ 14 ©
=
1 & =0
Proprietés:
Csime (Y o tE
< Da
RO

e ; S) = a(%iv\ (e ‘@g);’i ] .
—©9 dit= )

sinc(r)

0
RRVAY)
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NETTONM

~=:: Fonctions usuelles pour le TS

e Impulsion ou distribution de Dirac : notée § (¢ ) et définie par:

T N = 6@
) ) -4 b
\J_oa t

- Limpulsion de Dirac en continu est représentée par une fleche en t=0.
L'amplitude a I'origine est infinie (1 indique l'aire de l'impulsion)

Ak
»Décalage temporel de t, (t; >0) - \ b>
o t, t
nﬁ‘l‘f‘;?
=== Fonctions usuelles pour le TS

e Liens entre impulsion de Dirac et fonctions élémentaires:
» , Lien avec la fonction échelon :

\ i . ’: Q 3\‘\ -<\.3
‘&w) S zulh) =) <\4) = < uly)
>  Lien avec la fonction recténglg’:\ 7o A

- L'impulsion de Dirac peut étre définie comme la limite d'une
impulsion rectangulaire d'amplitude 1/A et de durée A, lorsque A
tend vers 0. L'aire de cette impulsion est constant et egal a 1.

) = %\ Al {4y )
Y,

- Dérivée d'une fonction rectangle:

N (1 Al ) )_g\4 v
IR L A s\

38

18/09/2019

19
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e Propriétés d'une impulsion de Dirac :
» Produit d'un signal par une impulsion :
Soit x(t) un signal continu en 0 ou t, alors :

u(d) | g 4) =wle) o) ¢ plelive Rledionio®em e awlDey
w i) %U ) = ) & A W) ¢ Gellve Vehosllon &

/\p x(0).8(~1,) a\X) ou by
. . x(to), 1

I

1 : 1,

» Intégration :{ o

J ) SR b < ),

J e Suite périodique d'impulsion de Dirac (Peigne de Dirac) :

T ) (L d

-2Te Te o Te 2Te |

% W) = 1 s+ - ﬂe)

: "‘QD

e Produit d'un signal par un peigne de Dirac : signal échantillonné h
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Théorie et Traitement
du Signal

1ére année ingénieur
GRT-GEC

| Chapitre Il : |

Analyse Temporelle des Signaux
L Déterministes et Systémes Continus

|

\ Année Universitaire : 2019-2020
Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax

e Plan du chapitre
® I- Analyse temporelle

- Espace des signaux a énergie finie
- Produit scalaire
- Notions de corrélations

lI-Systémes Continus

- Classification des Systémes Continus A
- Convolution |
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4;-.5&-
r'frcaD Analyse temporelle

mu.www
up—lumu

« Distance Euclidienne entre deux signaux :

Soitx (¢) ety () deux signaux d'énergie finie. La distance
cuclidienne entre ces deux signaux surun intervalle[#;, )

est définie par:

2, (), 4W0) = 5\( m}-du)\ar

K est une constante de normallsatlon (en général=1).

e Remarque :
La distance d, (x (1), (t)) estune mesure de dissemblance
entre les signaux, elle est donc nulle pour des signaux
identiques.

LR A =

Ecole Nahunale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax

AR
V4
EnEr'cu‘nD Analyse temporelle

o 0 7 P i
g DELECTROMCUE (T BT
o

o Espace des signaux a énergie finie:
L’ensemble des signaux a énergie finie sur un intervalle
de temps [t,. 1,] forme un espace fonctionnel noté L, (7, 1,
muni de la norme: o

=

oD\ = & (x\-\') (8 = \ﬂtzlﬁH)/le”’

”
= wx (.44 t'l.b)

1

i “'f‘“"‘-‘,"“’"‘”‘“ﬂ'we et de Télécommunications de Sfax
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lﬁ"‘:&*)
g%&: Analyse temporelle

e Valeur échantillonnée:
+ o9

) = <’M,%{b7 '-'—(ajj uH} g“_.h)) Jd+

e Produit scalaire (évalué sur l'intervalle T):

{ 7 = wld). 4" oft
) “Jr (4) o)
On dit que x(r)et y(¢) sont orthogonaux sur lintervalle T s'ils

vérifient:
b = )
L ) E\ 7 ¢

Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax

Ené'caD Intercorrélation

*Mamwx
e wetanom oe it

e Intercorrélation (corrélation croisée ou mutuelle)
Si on considére que le produit scalaire de deux signaux x (£) , ¥ () est
une mesure de similitude de forme et de position, alors la fonction
d'intercorrélation traduit I'évolution de‘cette similitude en fonction du
paramétre de translation pour les signaux & énergie finie réels ou

complexes: 400
Crug (e) = <197 < J %H)'é’* (+- z)dt

—o0
Oul y 7 dénote la fonction décalée, V' (£ —7),de y ()
Pour un signal d’énergie infinie, on p‘riandra-,/
= ‘ej / & e
S I LV RS M
W S;mejne Hermitienne
Po aux réels
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= g2
I grg;gg@ Autocorrélation

 BTLICTRONDO! (T B8
of B I

e Fonction d’autocorrélation

Comparaison entre un signal et ses copies retardées: Indicateur
de la déformation d’un signal au cours du temps.

Fonction d'autocorrélation d'un sngnal a énergie finie:
Cym.(z) 47"4 e T = J ) o (1‘ f) H - Q(c)
L autocorrelat|on possede la dlmen51on d'une purssance et:

&) = Jw) i wa;c)r wiiv, @

La valeur a l'origine =0 de la fonction d’ autocorrelatlon est anlﬂ

S MenerQie. dotoli v sgmd

7

Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax

gqg;ggb Autocorrélation: Propriétés

zm

e L'autocorrélation satisfait toujours: ®
(o) 7 lc’x (C)J

e Pour un signal aléatoire, elle tend vers 0 pour t grand

e FEtc'est une fonction ..... AL ...

(@) = (Z)

| ¢ Orthogonalité ou décorrélation des signaux x(t) et y(t):

Cw;_(z) =19

Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax 8
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P
snEr'caD Autocorrélation: Energie infini

iy ) ) &y SN, )

mwnﬂ‘lﬂm
TR fComrwATON G

e Que faire avec un signal dont I'énergie diverge (par exemple ]
signal périodique) ? g

.—Hx(t)| dt = oo

Dans ce cas, I'autocorrélation ne peut plus étre estimée
pour toute valeur de t car l'intégrale ci-dessous diverge

C. (Z')=+J?°x (t)x"(t —7)dt

Dorénavant, et sauf mention particuliere, nous utiliserons

. autocorrélation moyenne: Th
. 4 AL b
(=) J;rn_ sroo F _TL‘/ 2elH) 2 /4 &)ah‘

Remarque : .. Fourun.. 54 nal.., m.ncﬂx.f#-‘ ..... a‘ o7, /‘"/”"éb
o, .n‘b%(ﬂ .q.{'l.éh...af‘ Penn g f‘“ 5

Ecole Nationale d’Electronique et de Tefécommunrcatlo sde Sfax

7~ - . 4
EnEr'm‘nD Corrélation: Normalisation

e Dans la pratique, on normalise toujours les auto/
. intercorrélations pour avoir des valeurs bornées entre 0 et 1.
» Pour l'autocorrélation, comme nous avons:

]C'XLC')l < C"‘(D) ‘
pouravo:r o { C, () {4 -

@ — &/, 0

| » Pour l'intercorrélation, I'inégalité de Schwartz implique:

@) = G HO)E (0 r
Eat | t)y (y,()) — 0<|C,, (7)< 1 e

\/C (O)CJ(O)

xy()
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I

= : 3 i
2= Réponse Impulsionnelle d’un

SIS Systéme a Temps Continu
Pour les systémes a temps continus (STC), on adopte la
notation suivante: x(f)—y(t), x(f) et y(t) désigne
respectivement I'entrée et la sortie du SC.

La Réponse Impulsionnelle (RI) d'un systeme continu h(t):

/,,f {{'i = ,;‘;/‘{.} ‘l| [ \ = V'- ( ;_‘.
A= - \ A

O(t)—>h(t) eton ditque l'entrée &(t) produit la sortie h(t)

Ecole Nationale d’Electronigue et de Télécommunications de Sfax

"

,;‘-:*"“) Classification des
LA Systémes Continus

Nous classifions les systemes continus (SC) en 6 catégories:

Linéaires ou non linéaires.
Invariants ou variantes dans le temps
e Avec ou sans mémoires.

Causaux ou non causaux.
Stables ou instables.
e Inversibles ou non inversibles.

o Autres propriétés de SC.
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ENELoT” Linéarité des Systemes Continus
Un systéme a temps continu est linéaire s'il satisfait les 2 propriétes:
e Additivité: si x,(t)—>y,{) et x,({)—y,() alors:
X +) ;
o) 1 g o) 4 8, b

Homogénéité:
o ogénéité (:\’?UH) . oy, H’)

Nous pouvons combiner ces 2 propriétés ci-dessus pour stipuler
la propriété de la linéarité d'un SC ainsi:

e SC linéaire ssi:

o, )+ o, ) G‘{LjAH) + P&y
13

Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax

\-‘\_/

o d
enertom’ |nvariance Temporelle des S

om0l § £ L i
reout | mml:fun'nn
Un systéme a temps continu est temporellement invariant (Tl) ssi

pour un décalage en temps du signal d’entrée Iui correspond le
méme décalage (identique) du signal de sortie:

e En d'autres termes, SC avec x (£) = ¥ (t) estTlssi
) Ly ARAS)

e Exercice:

Discuter l'invariance temporelle des SC suivants:,
S y@)=sin(x()) — Sdg\—ﬂvﬂ& iV 0».01»\(
N oot

S .y.(t):t_sin(x (t)) —

y
» L

bt
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' ' 02/ 10/201;1

A e Wf’““’;w
AU A Sﬂ . 3}“

ol j Systémes Continus sans/avec
ENET'COM

sl Mémoire
e Un systéme continu est dit o0& Mﬂ‘Y‘Q\ILQ..(.‘.'JSkQY\kQ.‘O‘ = ‘-mi’“qm)
sa sartie y(f) & linstant t = 1, dépend seulement de
U\&“e’\> ¢‘9&‘; No RS ie...&..mﬁé \W()Au%»&\fs& W o in\;‘l..m} *:t
l‘. \f 1 e Un systéme continu est dit . el memens... .(.Cmmlm(b{» )
® h W“g an si la réponse du systeme en f = r;)depend des valeurs de_k i & t
e De,n\;u’c: I'entrée x(1) .Qu.\f....\‘n.‘;h:u.“ Pqﬁsﬁg...mu W Su omip V= b
Lb Sons e Exercice:

. Montrer que le systéme S, est sans memoire et que les systemes
memo(re S, et S, sont avec mémoire: L .
S _\‘(,{):sin(.\' tN+2 —— =1

¥ ‘PQL"“' Ou s; y()=x(-5) — W
Pﬂ“& / S;: y()=x(2r) — AL
D e/n bje Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax 15

L_h aec mem oife EX &\'\') = H--\,\) %K—\--\)

/> En )-ml(e.fcss‘e_ vl %.uemw\’
& N inteiom Sde ¥ l_.)

Il “W .
ENET'COM Causalité des SC

ol 2 AR L
Fro AivmeALS PTLICTRONG 1 8
T teeA o 68 Vit

- jum e Un systéme continu est ch%c\\ s’ sortie, y(t) .
; linstant = t,dépend . Sralamenk e_ ilm \ise. -eywlr-{x—}‘
YlorL
(,0 SO.D ¢ Remarque:
U - Tous les systemes qui violent la condition de causalité sont
dits nen. CMSaux. ou antiCipati I
* qggé, - Tous les systemes sans mémoires sont des systémes

N CtneJ causaux.

Lb COLIQaD e Exercice:

Discuter la causalité des SC des systémes continus S, et S,

suivants: \
s yO=x(-2) — Cosal

2
S;: y () =sin(x (t +5)) —— vion (O Say

Ecole Nationale d'Electronique et de Télécommunications de Sfax 16
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st
¢ Un systéme continu est inversible si le signal d'entrée x(t)

peut étre uniquement déterminé a partir de la sortie y(t)
MNE

t Systeme "ya L;}y
» ¥4

x(t) Systéme
continu inverse

produite par x(t).

o Exercice:
Discuter l'inversibilité des SC des systémes continus S, et

S, suivants: } vl
S; y()=3x()+2 — Wedlb®
y(t)=cos(x (1)) — s on inNeS\ Y

ENeT’com Inversibilité des SC

r

S,:
Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax . q‘\‘*»- 17
i e
o 3OV eX
; (_\({\,_,\Ll - \,-\-Q\O\ ’)}3’ N ‘Q’ qi)}&*
Sytfome = SR ¥ o™\
g Y TGRS %
(ﬁ‘\ {J‘f\ j/d \%.} \\]_(Lk o N o 3
2 SRR, 1\5@“ D Y
Iﬁiﬁ y. - PN e (S 7
LN Stabilité des SC

e Un systeme continu est dit borné en amplitude si:
lf)g | \ & Bm_{m Wel® o B, est un nombre fini.

e Un systéme continu est dit stable si pour une entrée x(t)
bornée en amplitude Iui correspond une sortie bornée en

amplitude aussi.
C'est le critere de stabilité au sens BIBO (Bounded Input

Bounded Output) : 4
I | < By 290 alap Iy 1< B <o

e Exercice:
Discuter la stabilité du SC S, suivant:
S;: y()=20x()+5

Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax
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N s,
= Autres propriétés des SC

e Un systéme continu monovariable et multivariable:
Un systéme est monovariable (S.1.5.0.) si il posséede une
seule entrée et une seule sortie et multivariable dans le
cas contraire (M.1.M.O., M.1.S.0, S..M.O).

e Un systéme continu déterministe et stochastique:

Un systéme est déterministe si pour chague excitation ne
correspond qu'une seule réponse et stochastique si
plusieurs réponses existent.

19
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”
enercom’  Analyse temporelle des SLTIC
feninamran et
¢ Produit de convolution
Un Systéme Linéaire Temporellement Invariant et Causal
(SLTIC) est défini par sa réponse impulsionnelle h(t):

S(t)—>h(t) Oft (t), systeme h(f)

lineaire
La réponse de ce SLTIC a une entrée x(t) est un signal y(t)
résultant du produit de convolution de x(t) et h(t) donnée par

la formule suivante:

Parce que le SLTIC , Il satlsfalt aux propriétés de la linéarité et
I'invariance temporelle. Nous pouvons alors déduire que:
ol a et t,sont des constantes arbitraires

Ecole Nationale d'Electronique et de Télécommunications de Sfax

I =l & 410 )%\‘6) H \te) 8T
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Convolution: Méthode de calcul

v (t)=xO*h@)=["x(r)h(t-7)dr

1. La Rl h(x) est inversée temporellement pour former h(-t) et
puis décalée par t pour obtenir h(t-t)= h[-(t-t)] qui est une
fonction de 1 avec le paramétre t.

2. Les signaux x(t) et h(f-t) sont multipliés ensemble pour
toutes les valeurs de t avec un t fixé a une certaine valeur.

3. Le produit x(t) h(t-t) est intégré pour toutes les valeurs de t
une seule valeur de sortie y(f).

4. Les étapes 1 a 3 sont répétées pour toutes les valeurs de
o<t <+o0 pour produire la sortie globale y(f).

21
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,;3-“""3 Propriétés du produit de

AL convolution

DL MATIOMALE DELECTRO®OM (7 008
TELECOUNUNCATION OF 34X

Commutativité:

L'ordre de I'opération de la convolution n'affecte pas le résultat
de la convolution
Distributivité :

La convolution est une opération linéaire
Associativité :
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e Propriétés du produit de
AN convolution

ol S 3 S b
ety RIS 8
Décalage:

ot T, et T, sont deux constantes réelles arbitraires
Le décalage obtenu par la convolution correspond au cumul
des décalages des signaux a convoluer
Durée de la convolution: :

Si les largeurs des signaux a convoluer x,(t) et x,(t) sont

Sera'egalia coir.ssrenanomeian ) )
Convolution avec la fonction impulsion:

La convolution d’'un signal avec la fonction impulsion dont l'origine
est en t,décale le signal a l'origine de la fonction impulsion.

Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax

respectivement T, et T,, alors la largeur de la convolution X, ()% ()

23

,;;..s*v Analyse temporelle des SLTIC:
gy Propriétés

Avec/sans mémoire:
Un SLTIC sera sans mémoire ssi sa réponse impulsionnelle:

Causalité:
Un SLTIC sera causal ssi

Stabilité:
Si la réponse impulsionnelle h(t) d'un SLTIC satisfait la
condition:

le SLTIC sera BIBO stable.
Inversibilité:

Un SLTIC de RI h(t) est inversible ssi il existe un autre systeme
de RI h((f) qui satisfait le propriété:
ﬁmleuﬁm:!e d’Electronique et de Télécommunications de Sfax
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## Relation entre convolution et
AN corrélation

4oo
Lintercorrélation s'ecrit sous la forme: C, (7)=(x, Y= J‘ SO e

Remplagant la variable muette t'par ‘v’ et exprimant l'intercorrélation
par un retard t :

+oo

G, (t):(x,y,) = Ix(u).y'(u —t)du

—oa

La convolution entre x et y s'écrit quant-a-elle:

+oo

x()*y(t)= Jx(u).y(t —u)du

—oa

On voit bien que la corrélation n'est autre qu'une convolution dans
la qu'elle y(t) a été « retourné dans le temps puis conjugué »

Si on pose 17(f)= ()

Ecale Nationale d’Electronique et de Télécommunications de Sfax 25
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i Cours Théorie et
ERELEDD " :
SRR Traitement du Signal

1ére année GT-GEC

Chapitre Ill: Analyse Fréquentielle

Groupe Pédagogique en Traitement du Signal

Année Universitaire ; 2019-2020
Ecole Nationale d’Electronique et de Télécommunication de Sfax

Plan du chapitre

- Transformée de Fourier des signaux a énergie finie
- Réponse en Fréquence d'un SLIT
- Théoreme de PLANCHEREL-PARSEVAL

- Décomposition en série de Fourier des signaux périodiques
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Un peu d’histoire !

e C'est le probleme de la propagation de la chaleur qui
a été a l'origine des séries de Fourier. Son idée était
de décomposer un signal périodique quelcongue en
une somme de signaux périodiques connus et
simples a étudier. 'y

o En 1822, Jean Baptiste Joseph Fourier a montré
qu'on peut exprimer n'importe quelle fonction
périodique de période T=1/f, sous forme
trigonométrique d'une somme pondérée de cosinus
et de sinus

402 . . :
SW)= Q4. % QLA \Q’\{\’m %ﬂl\+ % &,“r,\m\-[f\m% H
Q n= A W=D

Ou a,, a, et b, des coefficients propres a la fonction s(t) et f, est la
fréquence fondamentale.

cicen’  Décomposition en série de Fourier des |
signaux périodiques '

e Calcul des coefficients de Fourier :

En calculant les coefficients de la décompasition d'un signal dans la
base trigonométrique, on obtient les coefficients de Fourier :

Ls\ﬂ =k

Qe

- A
- =

L

o st

| ___-% L‘:,.u,\ g V0% m%}\ ~H

o

peléevalau

nali

ml‘g/m ou
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7= Décomposition en série de Fourier des

e signaux périodiques
o Proprietés :
» Cas d'un signal pair : s(=1)=s(t)
Le sinus étant impair, soit  sin(~x)=—sin(x)
d'ou

ons & | s miial Dk =¢

N
mmmmm On calcule uniquement.%&..ﬁ. S, ,pour un signal pair

» Cas d'un signal impair: s(-1)=—s()
Le cosinus étant pair, soit  cos(~x)=cos(x)
d'ou
Sy & }r S_‘S\L\ ten | AN g‘,u =0
) On calocule uniquement. hwpour un signal impair

«7=n  Décomposition en série de Fourier des

it signhaux périodiques
e Exemple : ) fq(t)
T Ay B T NeT

Calculer les coefficients de Fourier de ce signal

06/11/2019
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iz Décomposition en série de Fourier des
R signaux périodiques

e Decomposition en harmoniques ou forme polaire :
En utilisant la relation trigonométrique :

acos(x)+bsin(x) = rcos(x+ )

@P= a»retan(——b}
7 )

On peut réecrire la décomposition en série de Fourier

ik +Z a, cos(27mifyt)+b, sin(2mf;t )]

ou r=va’+p6>

n=1

sous la forme d'une somme de cosinus

Sy =l % (A @ \Mngu\Po\}
Avec Au: c'—{z , AV\: \I'::-&—\Q—E \P ;QMJQCG\:_‘:—,}\

'\

/

«“=  Décomposition en série de Fourier des
e signaux périodiques
° ﬂ\;‘;'..;g;'.t ......... ’
; /
4, 4, DAQFPD&QQ A, L v ol
A3 V\: R . Ab\: W
A ‘ Rl ‘QW 1
'T4
T 24 3% 4% 7

s La décomposition en harmoniques permet d'associer au sng al une

frequences kf, :c'estun.

"
06/11/2019 -
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<=  Décomposition en série de Fourier des
signaux périodiques

e Décomposition en série de Fourier complexe :
En utilisant les formules d'Euler,

¥ : jx _ —Jx
e’ +e —£ e
e sin(x) T

On peut réécrire la décomposition trigonométrique de s(t) sous la forme :

a, & 4o

=1+ 2 a,cosmif)+ Y b, sin(2m )
n=l n=l

=a_2()+ian[e12mtﬁ,t +23—12mfut ]++Z-:b (EJZmzf,,t

n=1

cos(x)=

"

2j

.—.%"+%Z(a,,— jb, )&/ Vel +lz(a + jb ) IVt

%%i(an — jb,)e P 12 Z (a, +jb., /2t

n= n=—e

2z’ Décomposition en série de Fourier des i "
signaux périodiques i

o Forme complexe et relation avec la forme trigonométrique

Un signal s(t) peut étre décomposé sous form6 d
complexe par
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06/11/2019 3

cien’  Décomposition en série de Fourier des
signaux périodiques

e Calcul direct des coefficients complexes de Fourier :

La base exponentielle complexe étant également une base orthogonale
de I'espace des signaux périodiques, on peut calculer les coefficients en
calculant le produit scalaire du signal avec les fonctions g/

\e_,alfi\v\%‘ﬁ

pour tout entier relatif n.

avec T, la période fondamentale du signal s(t).

zzm’  Décomposition en série de Fourier des
signaux périodiques

o Egalité de Parseval :

La puissance moyenne d'un signal périodique peut étre calculée a
partir de ses coefficients de Fourier par

s___,&r\sus\iekt .= e

Mo
e Spectres bilatéraux :

représentation spectrale de raies discontinues.
- £ =)

S, étant complexe, on a S.= |S,,|e/ RES

arg(S) £8 =

On peut associer a la décomposition en série de Fourier complexe une
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cien’  Décomposition en série de Fourier des
signaux périodiques

e Exercice:

- En reprenant I'exemple précédent, calculer les coefficients complexes
de Fourier par deux méthodes différentes (calcul direct et relation avec
la forme trigonométrique)

- Tracer le spectre d'amplitude du signal pour |n| <3

as - 1 @ coflund b
o " Mn=0; S, :_qu\i\ab\z—"—
aw = Ml L ;91:‘:_!%
o, ) M“:&:O','Sn:.’_‘fe"b S |
i 0= 3 = o R .- _54"&#\1 &
sws o0 = b o\ A = A ° N
“ y gt = | T
= _ k ""_ . 13 ——1
Ses = e \ !L\ _5'\;!_ Aty
= 4 \Q ‘L_- '3 LB \
_'ﬁ‘ff'ﬂ
X
S_\“- m \—‘—I‘} = W"\L\ \
T W X h\
= VUMM
T Transformée de Fourier

e Des signaux périodigues vers les signaux non périodiques:

Un signal non périodique peut étre considéré comme un signal
périodique de période infinie :

5(t)=s(t+T,) avec Iy —>+oc
Ainsi, la fréquence 1
! f(; =}- —0" . '

0

pectre d'un SIgnal périodique est un spectre de
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Transformée de Fourier

e Spectre d'un signal apériodique :
Pour un signal périodique s(t), les coefficients de Fourier (forme
complexe) sont calculés par la relation :

ST, = j s(t)e™* ™" dt
TO
Lorsque 1o =+ ona

To

Jim 5,7, = lim _Js(r)e-ﬂ’“fﬂ'dr:j“s(t)e-ﬂ”fdt

Ty—+eo —oo

Cette fonctionnelle de s(t) permet de calculer le spectre d'un signal
apériodique a chaque fréquence f : c'est |a transformée de Fourier

o b e

Transformée de Fourier

e Définition:

Soit x(t) un signal déterministe, sa transformée de Fourier est une
fonction, généralement complexe, de la variable réelle f définie

par: . ol l
x()= =7y = | ) b o

—

La transformée inverse existe, et elle est donnee par: f( % 1

x{t) = F{x ()= (x(0),e7) = j x\g\ e

La symétrie des transformations directe et inverse
dualité entre I' espace temps et I' espace fréquen@ék |
indiquée par une fléche double:
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i Transformée de Fourier

e Quelques Propriétés de la Transformée de Fourier (TF)
Linéarité :
o~ g ) a0 X Qe b )
Conjugué complexe:
W) < R\
- Dualité MY i XN
i XU e i %\

e
Décalage temporel
wi_ m eax\fye
Modulatlon % \
Changement d' echelle

wla 1\M1a|“x\9\g-

Dérivation':

‘i'“;-—a\

(\M%l\

Transformée de Fourier

e Transformée de Fourier d'un signal réel a énergie finie:
Définition:

)= Ix(t).e"z""‘dt

= fx(t) cos(2nft)dt — j Jx(t) sin(27ft )dt
Ly L)+ X.(f)

= Re{X (f)}+ i m{ X(f)}
=|x(r) eV
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Transformée de Fourier

Exercice 1: Déterminer la transformée de Fourier (TF) du signal suivant:

1 pourte [—%,%]
t)=rect t)=
sle)=reciy 1) {0 autrement

el
B 0der st t) ALY MY o B YA

== Transformée de Fourier des signaux a
B énergie finie

e Exercice 2: Signal a décroissance exponentielle

Soit s(z)=e™.E(t)

Sa TF vaut:

Scanned by CamScanner
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e TF de quelques signaux
élémentaires et conséquences

*Impulsion de DIRAC
On a: TF[‘S(’)]: I(S(f).t’ 2 gy = e/ =]

DU e
«Impulsion retardee:

Par simple application de la propriéte: décalage temporel

, _\.2\(%C
<‘| e L

AT e
+Signal continu:
On cherche la TF d'un signal continu au sens électronique et non pas
mathématique et en utilisant la propriété de la dualité:

r = B\ %\ - 5\R)

21
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TF de quelques signaux
" élémentaires et conséquences

Fonctions trigonométriques
D'aprés la formule d'EULER:

A = JX
+ e
cos(x) =

Il vient alors :

LA\ QR \}Ql\a LI %‘Q

I\-Xn‘\,\ a A

i
*Fonction échelon

}
uill) s

e [reeiftles
+Fonction signe

Réponse en Fréquence d’un SLIT

Considérons un SLIT de réponse impulsionnelle h(t) et d’entrée x(t)

I( el _—>‘

La sortie est donnée par:  y(z Ih e?ml-rlgy

y(t)= X e’ jlr(r). e %y
On reconnait |3, I'expression de la TF de h_(*)

: gain complexe ou la
fonction de transfert H(f) du systéme d'ou

\-\\%,\ :y“))ﬂkl\ _p_"\.\l'f\g\ctom

La sortie s'écrit tout simplement: y(r)= X, ¢*™ H(f,)

H(f,) esua...m'.pm.msy\.m...?wi.r

06/11/2019 *
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S M A R T = = =
o zom) - , )
T Réponse en Fréquence d’un SLIT

Considérons maintenant un signal x(t) quelconque. On peut exprimer x(t)
sous forme d'une somme infinie d'exponentielles complexes.
Il s'agit tout simplement de la TF inverse:

x(r)= IX(f).eflrrfldf
A chacun des composants X (f)e’*** correspond la sortie X (1 ).H(f )e’**/"

Par principe de superposition: ()= JX(f)-H(f)-e’:f:{\'% _ Q\\ﬂ
- 1

On déduit que la TF de la sortie  y(1) vaut: [ \“Q\\ " “\&ﬂ- x\Q\)\

25

i Théoréme de PLANCHEREL

La description temporelle, en terme de produit de convolution, se transforme
en produit simple dans le domaine fréquentiel

ML \6\1\ s ’X\Q)\.‘{ \9\)\

On vérifie facilement que réciproquement, on a :

W) At s xifls )

Conséquence [:
x(r).y'(t)eIX(:().Y'(u—f)du Car y ()Y (-f)
On en déduit que jx(t).y'(r).e'“”f'dt =jX(u),Y'(u—f)du

Sion posef =0, on aura: S'\\\l\“"\-\\cu :S X\u\‘f‘\l.l)ohk

Cette relation indique que les produits scalaires se conservent dans les
différentes représentations des signaux

C'est la relation de PLANCHEREL-PARSEVAL
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Conséquence Il
On reprend |'égalité précédente: Ix(‘ )y ()t =IX ()Y (u)diu

Sion pose y(t)=x(t),on aura: W -‘=IX(’)J‘.(‘)d‘ =IX(“)X'(”)d"
S\MLL)\'{C’“' =\ \ Kol

Cette relation indique la conservation d'énergie dans les différentes bases de
représentation des signaux;

c'est le théoréme de PARSEVAL

enit rom”

rmm—

ve
ssae
.

Analyse temps-fréquence

e Transformée de Fourier & court-terme

La transformée de Fourier permet d'analyser le contenu fréquentiel d'un signal
a condition que ce contenu soit invariant au cours du temps. Dans le cas ol
I'on souhaite tracer I'évolution du contenu fréquentiel d'un signal nous devons
avoir recours a une fonction de fenétrage W, a support fini & laquelle nous
appliquerons différents retard T. Il semble évident que cette fenétre introduira
des artefacts spécifiques dans le domaine spectral

X(f,w,)= _[ +mx(t).w(t‘ —7)e 7 dt

—oo

06/11/2019 *
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Analyse temps-fréquence

e Fonction d'ambiguité

Elle permet 'étude des signaux ayant subi un décalage temporel x(r—7) et
fréquentiel x (1).e™/** /" |

On mesure la distance euclidienne entrainée par un décalage temporel 7 et
un décalage fréquentiel f .

Elle s'emploie principalement dans le traitement de signaux radar ou de type
Doppler. En effet, elle permet de localiser des cibles dans le plan temps-
fréquence.

X(z,f)= [x(t-r).x’(t).e-f”f'dt
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Année Universitaire : 20192019,
Ecole natlonale d’Electronique et des Télémmmunl ns de Sfax

réel ou complexe, a énergie finie x(t)

b, (})=F Pl \ .

=00
On a montré que: ’\PM \I') =a\T) * N

Diapibscs proprisiés delaF: b \_v\ -

)
Par conséquent b»«\% (—‘\1\1)‘ w ke )}—. F{»’v\\t\}(‘&m‘t—?—“

Plan du chapitre

Densité spectrale d'énergie

Densité inter-spectrale d'énergie
Densité spectral de puissance

Densité inter-spectrale de puissance
Cas particulier des signaux périodiques

Densité spectrale d’énergie

L'expression de la TF inverse de 0,(f)

NS .
~jihE
\PM\T-\=S Kb“\g) 3 b %
= 2
Si on pose7 =0 on obtient I'égalité¢ de Parseval pour les
signaux a énergie finie:

Wy="yle) = 3 MYARTE mm"e.u
L énergne total W, du signal peut donc se ce'lbu!er soit en intégrant
| \z] soit en intég;

fréquentielle D, (f)

Pour cette raison, @ () estappelée °n ww |

ng,\ . ou parfois plus slmplehF

sl nalxt
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g slgnaux a Energie inie
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W S\qg\ .)«\\

. |5/] e’""' Fréquentiel

‘ e str1 rq A
L= A
}‘ 3 SprNed g o Jompts iy F.AJ eile g

Densité inter-spectrale d’énergie

e Densié interspectrale d'énergio: L N\D cJA ™

., .d deux 5|gnaux a

-Elle caracténse la contribution énergétique des differentes
composantes fréquentielles.

“La densité inter-spectrale est généralement une fonction
complexe et non symétrique:

\%\ ”\O‘h\m “&“
LA \\*\Q\\ '

S
LA Y

T

3 |
i Densité spectrale d'énergie
¢ Emmple: vhdon - uit)

Solt x{r) 0*56
s-kmmcmmm . ‘fﬂ ()=
mt«wmm-

m\%\ ﬁ\%\t]«- Pavedt . F

A=

1 Com

sese
......
B
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« Fonction d'inter-corrélation : b

3 A
- Le produit scalaire qui définit l'inter-corrélation des signaux a énergie
finie n'est pas applicable dans le cas de signaux a puissance moyenne
finie non nulle. A

- On définit I'inter-corrélation de deux signaux a puissance moyenne
P

finie par - 3
Q» AT i
= MW — b
‘P“ca\t\ S S\_v\m__.& U)ot
est aussi une mesure de similitude de formdet de position des

signaux. 4
« Fonction d'auto-corrélation : si x(t) = y(f) , on obtient E

Tasw 3
£

=

Densité spectrale de puissance

« Définition

Soit x(t) un signal réel ou complexe a puissance moyeni qﬁnie et (h 0&“
47.(‘1) sa fonction d'a Morrél:g(;n\.é)n appelle oly MN&J b?(
sl ot Ja T b ce ¥yl T 7

o
>
La transformée de Fourier inverse donne 4@
: g
+ X

M ‘-\j‘bd&\ 2

On obtient ainsi pour 7 =0 |'identité de Parseval p
puissance moyenne finie.

\'p‘\l\\t—\: 4'“(“13"-%'\ L&TV\\A\\\‘\ L‘—(‘ QU

Corrélation des signaux a puissance
moyenne finie

. \Empriétés 3 \P&- X
2 %\ t\ = '«\‘-(’)Symétrie Hermitienne 7\;;3
» A
)D\\ T\ ‘P\\‘:L.\En particulier, !,9)'(.\‘\:\\1‘ MMT& alors la
fonclion d'autocorrélation ¢, (7) est...ouAL

\ ) . AR
- P(fL[f i: .0. }\u L\HE\O(H\E&«&IMWA& égale a QQPLM

AN

| Pate)l < Putol= Pu
\ ‘%3\1\\ ¢ y\o) \9\\0\

Densité spectrale de puissance

e Idenlité de parseval :

Pour un signal x(t) & puissance moyenne finie, on a

I o0

p = &\/\M —A— e L i M c‘&
o Tare T \M\n\ QM ~S &“\%\

d'oti le nom de densité spectralg de puissance. -

Remarques : “‘-‘5

A
- sl b Mnﬁ.& alors son autocorrélation &, (fﬁet suensllé

spectrale de puissanced, (/) sont des fonctions .. 1N L.
- Contrairement aux signaux a énergie finie, on a

b + Lt
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a ‘ o
| 54

Wi

Der}sne interspectrale de puissance
o Définition : ’ A v«hN‘.e'“\lpahM

(T) La'Y( ok gﬁ“&}. ... de deux s|gna X § puissance
i moyenne fil nie e appelée densﬂé ..Q&U...ou bien
densité speclrale de puissance mutuelle. AAMoMta

i ; Sion note X(/,T) la transformée de Fourier dex,(l) alors on peut
écrire d).“ %A %\ = (‘ \L \P-\“a\ —L\}
. T 2
A= "['I’T'FDXT(O[ o= TIL“‘)- T IJXU'T)‘ Hj La densité ir pectrale est général une f
2 complexe e_t non symétrique:

4

Si cette limite existe, et en utilisant I'égalité de parseval on peul écrire

la densité spectrale de x(t) sous la forme § ® \ \ - @ \ \
d \%\ wa X\Q)'T WA % v %

Signaux a Puissance moyénne finie

2!

Cas barticulier des signaux périodiques |

Temporel

« Rappel : dé .om;-:eallon de Founer d un slfnal périodique
e\ \f’ £ vq (3 A '1'
ol T est la’J pérlode du signal.
__‘E Le spectre du signal s'écrit x\%\_ 2 X % \ \- -—:) H
S \S\% l\ J& o) Fonotionid [Mercomalationides signaux gﬂgﬂ]gyg |

Transformée de Fourier P

S= =3
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Cas particulier des signaux ﬁériodiques

o Fonction d'autocorrélation des signaux périodiques - -

Si x(t) et y(t) sont identiques, E'Qa :
k?\V‘ﬂ»———-S AN ,\ou

En utilisant le développement er%ene de Fourier de x(t) el y(l), on peut

b ,Q'\DV\'L

Geom)
Cas particulier des signaux périodiques |

o Densité spectrale de puissance :

La densité spectrale d'un signal périodique x(t) est égale a }
4+ i
da)= Fia]= 2t sl

Densité inter-spectrale de puissance :
La densité interspectrale de puissance de deux signaux périodiques de |&

méme période x(t) et y(t) est égale a
N2 » g
\ N :
- Fpegils = A\ A8
@v\b\%\ S\\P\\d } == n twm -
» Exercice : calculer la fonction d'autocorrélation, la DSP et la puissance 3
du signal x(1) = Acos(27,t — )

écrire Ao x
“\DM?)\L\ V\i"’x“ q“ v’ [adimT
et en particulier 'AQT\ w T ‘,“” ‘-'l A B
A @ e - % o
\P“\ﬂ:“z X Xw = g.ﬂ\x“
En remplacan;l ; =0, on retrouve I'égalité de Parseval.
A0 3 :
Pa== | X\ .
M=o
Cas particulier des signaux périodiques
| X W,() Temporel
L |
Série de Founer QQ-(\“ d \\V\(
m\ -\- 5, X o -"Au(ucmrelauon \{) l.(_\ 2 \ Xn\ -
5 Fréquentiel

Transformée de Fourier

\(\\\ ﬁ X\ 2

e

p,.\— A { i\M\l\\l
=

mmzé}st\

Sk

T %

| g Y
i g
W=—W
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Cours Théorie et
Traitement du Signal

1ére année GT-GEC

Chapitre V: Numérisation des signaux

Groupe Pédagogique en Traitement du Signal

wu).gsu) = wio)
TRV SILPERVELY

AN

-

ss\g_ \<€A

K=_v

Rappel Mathématique
)+ 80)= [A)s e~ ) d2 = x0)
Transiation
) 8l-1)= 1)
Suite périodique d'impulsion de Dirac 20)

A vl 1] 111 1

2T

I l

I

?

\l\,,_._; ML L~*o\—— LG E\L_‘."a.)
av\l)s g4 1”:“"‘1-“03 b
i
Bt

£

i Sommaire

Rappel Mathématique
Motivation et définition
Echantillonneur Idéal Théorique

Analyse fréquentielle de I'échantillonnage
Théoréme d’échantillonnage (SHANNON 1948)
Rétablissement d’un signal échantillonné |
Echantillonnage Réel |
Quantification
codage

Motivation et définition

o L'ensemble réalise umfondlonde conversic
numérique (A/N)
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()

5.1)

Echantillonneur Idéal
Théorique

() x,()=x(t)e 6, (1)

L

Lasé s' alors comme suit:

\\\;\ g“ng\\('re\ SLE_KTe

k\‘\\l\‘ 'g ﬂ\\_KTO\ :Mi :\\\'Tt\ S e

Wah

e

Effet de f,sur le spectre
échantillonné

X

/’\/’\f\/qu\f\

@ diminwe

Je
/‘\f\f\/w\f\f\

ﬂﬂﬂ/’%ﬂf\

' ' ' /, limite avant repliement
Ao

o lim

ﬁ Analyse fréquentielle de |
I’échantillonnage |
e D'aprés le théoréme de PLANCHEREL :

W)= MY B My T Ty Xg\%\—-X\K\*
5,0

fe

[

-

AR

Théoréme d’échantillonnage et |
conséquence ‘

o Recouvrement spectral: Le spectre d'un signal échantilion
fonction périodique de cadence fe. On peut avoir un reco
lorsque fo < 2.f,,,, . (on dit aussi repliement. En anglais all
conséquent, la figure au-dessus devienne alors :

LA
111
=

[y
e
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Théoréme d’échantillonnage

)
R H
i (SHANNON 1948)

e La condition de réversibilit¢ pour un signal analogique de spectre
passe-bas a support bomé ayant une fréquence limite f,,, et
cadencé & une fréquence d'échantillonnage f, est:

%Q: '_AY: >/ o %\\’r&

e Pour le cas contraire, le repliement entraine la non réversibilité de la
transformation d'échantillonnage. De méme, il en résulte que
I'échantillonnage d'un signal ayant un spectre non bormé est non-

x(1)
()

réversible. :
—AD .| Qo
Val
B
%Q >
I'f?ﬁii!! : ”
- Echantillonnage Réel
*En ique, I'échantill ge s'eff dant un interrupteur par un
train d'impulsions étroites. Il est donc lmposssble d'obtenir des échantillons de
durée quasiment nulle.
+En fait, chaque impulsion va avoir une durée trés courte 7 .
*L'échantillonnage peut donc étre modélisé par la multiplication du signal par une
suite de fonction rectangle (ou porte) de largeur 7 .
— o m1
Zie 4R T w | w !
L_KTe
\ 2 hack :
0=y P = ! T

% Rétablissement d’un sigi I

échantillonné

 Théoriquement, il est possible de recréer un signal échantillonné |
ayant un spectre Xe(f) en le filtrant  I'aide d'un filtre passe-bas idéal

x:)éﬂnl comme suit : &L-\)fw\-“‘ i i ‘
5"%

- qu)
ANNARA AR

) Spectre d'un fitre Idéal

e |

A R-veB el

On peut montrer que la réponse | lon!
sinus cardinal,

fetze
BRI
Echantillonnage Réel‘

Lexpvesslon du signal d'échantillonnage devient donc :

4| AN &
[ z L i A

Et par conséquent, satranafunnéedemeMA_

A Tc\m&\L)\&sﬂ K
0- )

Cmtmlemsbndu-bndmmu,. -

Mg\‘\'\_ M “‘

\)
Sa transformée de Fowhr&vbmn

*ARh= XD\ Q) = :
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Echantillonnage Réel g Quantification

Définition
+On retrouve la méme allure de spectre;modulé en amplitude par une fonction en
sinus cardinale. e

Pocs ZEO %

1. La quantification consiste a associer & une valeur

e / \ o S réelle x quelconque, une autre valeur x, appartenant
== /’ T ] W27 \\ e a un ensemble fini de valeurs et ce suivant une
{:‘\ i iy /—\ /;\ certaine loi : arrondi supérieur, arrondi inférieur,
‘—/; 3 3 arrondi le plus proche, etc...
it v
2. L'écart entre chaque valeur x, est appelé pas de
x4 quantification.

/—\ [ \ /—\ 3.Le fait d'arrondir la valeur de départ entraine
forcément une erreur de quantification que ['on
appelle le bruit de quantification.

Eeol e lax 3 " ]
1
[E= )
T = i
E . R
- Quantification Uniforme Codage
La loi de quantification uniforme utilise un pas de quantification (4) constant entre
chaque valeur x,. Définition:
ol Loi idéale Le codage consiste & associer & un ensemble de valeurs discrétes un code
. composé d'éléments binaires,
% Les codes les plus connus : code binaire naturel, code binaire décalé, code

complément & 2, code DCB, code Gray.

%o
Exemple sur 4 bits :
x

. Nbre Blnairo Binaire décalé oca Gray
R ) 7 0000 / /
3 ! 0101 / /
0 0000 1000 0000 0000
1 0001 0001 0001 0001
i . 5 0101 0101 0101 0111
Le bruit de quantification n, est dans ce cas un signal aléatoire. Ces e s i 00010000 111
caractéristiques sont donc définies par ses propriétés statistiques. 15 111 / 0001 0101 1000

da 1
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